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P R I M A R I T E  D E  L p 1 < p, r < 

PAR 

MICHELE CAPON 

ABSTRACT 

In this article we show that Le(L ') is primary for p and r in ]1, + ~[. If (hk)k~ 
denote the Haar basis, we begin with a study of the sequence (hk @ h,) and, in 
particular, the space generated by a subsequence of this sequence. In the first 
part we study the base of L p (L') and in the second part we show that this space 
is primary. 

Le but de cet article est de mont re r  que l 'espace L p (L r) est primaire pour  p e t  

r dans ]1, + oo[. Si on d6signe par  (hk) la suite de Haar ,  nous commence rons  par 

6tudier la suite de fonct ions (hk @ hi) et en particulier l 'espace engendr6 par une 

sous-suite de cette suite. Dans  la premi6re partie nous 6tudierons donc  la base de 

L p ( L ' )  et darts la seconde nous d6mont re rons  plus part icul i~rement  la primarit6 

de cet espace. 

I. Etude de la base de L p (L r) 

I1 est clair que la suite (hk (~ hi) engendre  LP(L'). Nous  allons mont re r  que 

cette suite est une base incondit ionnelle  de LP(Lr). 

PROPOSmON 1.1. Pour l < p ,  r < o o ,  la suite (hkC~h,)k~l.,~ est une base 
inconditionnelle de L p (L "). 

DEMONSTRATION. Nous  adoptons  la d6finition donn6e  par  Aldous  [1] de la 

propri6t6 Ip et nous commen~ons  par mont re r  que L r poss/)de la propri6t6 Ip, 

c 'est-h-dire que pour  toute  suite finie (xk) de L '  on a 

II~hk(~XklLp,L,)'~l~k ++-hk@xkl{Lp,L,)" 

Le symbole  = signifie que le rappor t  des deux normes  est major6  et minor6 

ind6pendamment  de (xk). 
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On suit, d'apr6s une remarque de Pisier en [6], par exemple, que la propri6t6 

" X  poss6de Ip" est ind6pendante de p dans ]1, ~[. I1 suflit donc de montrer que 

L '  poss6de L 

I ~ h ~ ® x k l ~ , ( L , ) = f f ~ l h k ( t ) x k ( u ) [  "dtdu 

Pour chaque u fix6 on utilise l'inconditionnalit6 de la suite de Haar dans L '  

hk(t)xk(u)l'dt. 
On int~gre alors par rapport h u et on obtient le r6sultat cherch6. Par un calcul 

analogue h celui de [3], lemme I, 0 on montre assez facilement, h l'aide des 

in6galit6s de Kahane, voir [7], et de Khintchine que 

I ~k. ~ a~,hkh, I~.(L,) ~ f dtlf[ a],h~(t)h~(u)]'/2du} el'. 

Cette expression ne d6pend que du carr6 des co6fficients ak~ et ceci montre que 

la suite est une base inconditionnelle. CQFD 
La seconde proposition nous permet de comparer deux suites de fonctions qui 

ont presque m6me valeur absolue. 

PROPOSITION 1.2. Soient ( Zk..) et ( Z[..) deux suites basiques inconditionnelles 
de LP(L r) relies que 

(a) (Zk.) et (Z[.) sont dans L ~. 
(b) Saul sur un ensemble de mesure ek,. on a Zk. = Z[.. 
(c) alors les suites (Zk.) et (Z[.) 

sont ~quivalentes dans L " (L "). 

DEMONSTRATION. Explicitons l'6nonc6. Si Z d6signe l'espace engendr6 par la 

suite (Zk.), la suite (Z~)  est ia suite de Z* qui est biorthogonale h la suite (Zk.). 

Si Zk*. d6signe un 616ment de L q (L ' )  qui prolonge cette forme lin6aire on aura 

IIZk*, II_---<IIZ:.IIL~,L,)o~ s et q sont ies exposants conjugu6s de r et p. 

Dans une premi6re 6tape, supposons ek. = 0 et soit (a~.) une famille de r6els 

presque tous nuls. 

Posons A~ = II Ek,. ce~.Zk. II p. 
En utilisant l'inconditionnalit6 de la suite et en d6signant par (e.) la suite des 

fonetions de Rademacher, on obtient 

A~ ~ ~ ak,ek (s)e, (v)Zk, dsdv. 
L P ( L  r ) 
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Pour t fix6, posons 

A ( t ) =  ~ ak.ek(s)e.(v)Zk,.(t,. ) 

En utilisant les in6galit6s de Kahane [7], on a 

A ( t ) ~  ~ c~.ek(s)e.(v)Zk..(t," ) 

= 

Les in6galit6s de Khintchine g6n6ralis6es nous donnent 

A(t)-~ • et~.Z2.(t,u)) du I . 
k,n 

Cornme AP = f A  (t)dt et que cette expression ne d6pend que du carr6 de Zk., la 

proposition est imm6diate dans ce cas. 

Supposons maintenant e~. > 0 et posons 

E~. = {(t, u); IZ~, (t, u)l = tZ;. (t, u)l}. 

On a IIz~. - z~. Is,. II = IIz~, II II1 - l~k, IIL"(L'). 
On montre  ais6ment que I l l -  1~,. t1-<-el/2 ". 
En utilisant la condition (c) on obtient l'6quivalence des suites (Zk.) et 

(Zk. IE~.) et aussi de (Z[,) et (Z[,IEk.). 

On peut appliquer la premiere partie de la d6monstration aux suites (Zk. 1~.)  

et (Z/.1E~.) et on en d6duit l'6quivalence des suites (Zk,) et (Z[.). 
Nous pouvons maintenant aborder le r6sultat principal de ce paragraphe. 

NOTATIONS. P d6signe la mesure de Lebesgue sur [0,1]. 

Si [ e s t  une fonction, Supp f d6signe le support de [. On pose Bk = Supp hk. 

Si ~b est une partie de N, 

4)= {t ~[0,11; lim sups_= Ih~(t)l = 1}. 

THgORgME 1.3. Soit (hk ~ h,)i=-z.kE,~, une sous suite de la base (hk ~ hl). Pour 
chaque t dans [0,1] on pose: M, = { i ; t  E 4),}. 

Si A ={t;P(M,)_->½} est de mesure positive alors la suite (h~Qh,),~z.~., 
engendre un espace isomorphe ~ LP( L'). 

Dt~MONSTRATION. La d6monstration se fa r  en quatre 6tapes que nous allons 
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6num6rer et que nous d6taillerons ult6rieurement. Elles ont pour but de 

construire, dans l'espace engendr6, un espace Z isomorphe h LP(L ") et 

compl6ment6 dans LP(L'). 

Etape 1. Pour chaque t dans A, nous construisons une suite bloc (bk.,)k_->z de 

la suite (hi)~M, qui reproduit "presque"  un syst~me de Haar sur A~/,. Nous 

d6sirons en outre que cette construction se fasse de fagon mesurable en t. Plus 

pr6cis6ment les suites (bk,) v6rifient: 

(a) Pour tout t et tout k, bk, est un bloc fini: b~, = E,~,,h~, o/l o-~, est une partie 

finie de M, form6e de fonctions ~ supports disjoints. 

(b) Pour toute partie finie J de N e t  tout k, {t; try, = J} est mesurable. 

(c) La suite (b~,)k~2 est K 6quivalente h la suite (hk)k-~2 avec une constante K 

ind6pendante de t. En outre, il existe des nombres h ~ et )t ~' ind6pendants de t tels 

que si on pose 
dl, = 1M, et dk, = bktlM, 

alors A~P(B~)<- P(Supp dk,)<= A2P(Bk) et dk, = bk, sauf sur un ensemble de 

mesure ek. 

REMAROUE 1. Si ek est assez petit on voit qu'on aura aussi A~P(Bk)<= 
P(Suppbk,)<= A2P(Bk) ofa A~ et A2 sont ind6pendants de k et t. 

Etape 2. Conform6ment aux d6finitions de Lindenstrauss et Tzafriri [5, 

page 178] nous appellerons arbre sur A une famille (A,,_.~°) off ( i~ , . . . , i , )  

parcourt {0, 1} tN) et teile que A = Ao U A~ 

A i,,....i, = A i,.....i..o U A i,....,i.,l, 

P(A ,,... ,..,) = ½P(A il ... in). 

Etant  donn6 un arbre sur A on peut lui associer une suite de fonctions qui 

reproduit  exactement le syst6me de Haar en posant 

[1 = 1A, [2 = 1Ao- 1A,, [3 = 1 ~ o -  1Ao,, etc. 

Par la mOthode donn6e par Gamlen et Gaudet  [4] et Lindenstrauss et Tzafriri [5] 

on peut construire une suite de blocs finis (gt)~_2 de la suite de Haar  et une suite 

(fi),~ associ8e ~ un arbre T sur a .telles que II g, - f, I1 , < g, = f ,  s a u t  s u r  u n  

ensemble de mesure et. 

Si ~t d6signe la tribu engendr6e par l 'arbre T, il est clair que la suite QS)~ 

engendre dans L p l'espace LP(A,~) et si e t e s t  assez petit la suite (g~)~2 est K 

~quivalente ~ la suite (h~)~__>2. En outre on peut encore supposer que ces rOsultats 

sont vrais pour I'exposant q, conjugu6 de p. 
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Etape 3. On se donne des nombres ek~ > 0. On construit, en utilisant l'6tape 

1, une suite (Ztk)~2.k_--2 de blocs de la suite (hE ~ h,),~z.k~., telle que [Z~k (t, u)[ = 

0 ou 1 et Iz, (t,u)l= I;,(t)bk,(u)l sau l  sur  un ensemble de mesure ek,. 

En utilisant la proposition 1.2 et en prenant (ekt) assez petit on en d6duira 

l'6quivalence des deux suites h la fois dans L p (L ' )  et L q (LS). On montrera alors 

que l'espace Z engendr6 dans L p (L ' )  par la suite (Z~k) est isomorphe h LoP(L~), 

donc aussi h LP(L'). (Le symbole Lo ~ d6signe les 616ments de L p d'int6grales 

nulles.) 

Etape 4. Rappelons que la suite biorthogonale h (hk) est d6finie par 

h*=hk/P(Bk)  et de la m~.me faqon [* =[~/P(Suppf~). De m~me posons 

Z~=Z~k/P(SuppZ~k). C'est une suite de fonctions sur [0,1]×[0,1] et, 

consid6r6e comme suite de Z*,  elle forme la suite biorthogonale ~ (Z~k). 

Dans cette 6tape nous montrerons essentiellement trois propri6t6s: 

(or) Les suites (Z~)e t  (f~ @ h~)sont  des suites de fonctions dans Lq(L ") qui 

sont 6quivalentes. 

(13) Soit F l'espace engendr6 dans LP(L r) par (IS Q h~),-=2.k~2. Let suites 

(f'~ Q h~)~2.k~2 de F* et Z~ de Z* sont 6quivalentes. 

(~/) L'injection natur~lle de F* dans L q (L')  est continue. C'est-h-dire que si 

= Ek,,ak[~ @ h*~ alors II,p IIF. ~ II,p t1~,~.,. 
Ces trois propri6t6s nous permettrons de montrer que l'injection naturelle de 

Z* dans Lq(L ~) est continue et par cons6quent que Z est compl6ment6 dans 

L~(L'). 
Ayant construit dans l'espace engendr~ par la suite (hk (~ h~)~.k~,,  un espace 

Z isomorphe h LP(L ") et compl6ment6 dans LP(L'), le th6or6me 1.3 est une 

cons6quence de la m6thode de d6composition de Pelczynski. 

Revenons maintenant aux 6tapes 1, 3 et 4. 

Etape 1 - -  Construction des suites (bk,) 
Pour t fix6, on d6finit des familles d'indices ~ " , . - - ,  ~ : "  dans M, par 

~'" = {k ~ M, ; P(B~ fq .~/,) > 0 et si B~ ~ B~ alors j ~  M,}, 

~ "  = {k ~ M, ; P(B~ f3 M,) > 0 et :1! j ~ ~ , '  tel que B s ~ B~ }, 

~ "  = {k ~ M, ; P(B~ O 1~/,)> 0 et ]! j ~ ~"-'" tel que B s ~ Bk}. 

~ : "  est form6 des indices de M, qui sont ies n ~'°* indices, l 'ordre 6tant celui 

induit par l'inclusion des Bk, tels que B~ rencontre "effectivement" /~/,. Ces 

families ~""  sont disjointes par d6finition et pour tout n, {B~ ; k ~ ~ " }  est une 

famille disjointe. 
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Nous d6montrons d 'abord deux lemmes. 

LEMME 1.4. Si on pose S.., = U~E~-.,Bk, S., est une suite d~croissante et 
n . S . ,  = I(1, presque sC, rement. 

DEMONSTRATZON. La d6croissance est imm6diate et par d6finition de 2q/, on a 

n . s . ,  c 3;/,. i1 suflit donc de montrer  que pour tout n S., D 2X7/, p.s. 

Soit u un point de .~/, et i . (u)  le n '~m° indice k dans hi, tel que [hk(t)! = 1. Si 

i. (u)  est dans ~ ' "  alors u est dans S.,, sinon c'est que P(B~.~.~N/~t,) = 0 donc 

M,\S . ,  C Ui~s (B, N h~/',) off J ={ j ;P (B ,  n .AT/,) = 0}. 

I! est alors 6vident que P(M, kS.,) = 0. CQFD 

LEMME 1.5. Pour tout i et n fixds, A~.. = {t; i ~ ~"'} est mesurable. 

DI~MONSTRATION. On le [ait par r6currence su rn .  Pour n = 1 on a 

A,.~ = {t;i  E M, ,V  s tel que Bj ~B, ,  j ~  M, et P(B, n h~/,) > 0} 

= { t ; t  E ~ ,  et t~c~, si B , ~ B , } N { t ; P ( B ,  N h~/,)> 0}. 

Le premier ensemble est mesurable et pour le second on remarque qu'il 

s'identifie a {t; f lim supt_. I hi (u)h, (u)l 1~, (t)du > 0}. 

Or, la fonction F(t, u ) = lim s u p , ~  I h, (u)ht (u)l l~ , ( t )es t  bor61ienne et born6e 

donc la fonction G (t) = f F(t, u)du est mesurable et le lemme est donc vrai pour 

n = l .  

Supposons qu'il est vrai pour (n - 1 )  on 6crit 

A,. = {t ;:lj~ < j2 < " "  < j.-~ < i tel que t E Aj~k et Vk < n et j ~  jk, t ~  Aj.k } 

N{i E M ,  et P(B, N A~/,) > 0}. 

Le calcul fait pour n = 1 et la r6currence nous donne imm6diatement la 

mesurabilit6 de cet ensemble. 

Nous pouvons maintenant aborder la construction. Donnons-nous des 

nombres 8. > 0 .  Le lemma 1.5 nous donne imm6diatement la mesurabilit6 

des fonctions ~o.( t)=P(S. , )  et q~(t)=P(!~l,). On a pour tout n fix6 

l imj~  Y~k =~j.k~'"' P(Bk ) = P(S., ). 
On peut supposer, au besoin en diminuant A, qu'il existe des entiers N, tels 

que Zk~N..k¢*'P(Bk)> P ( S . , ) -  6. pour tout t dans A. 

D'autre part, on a l im ._~P(S . , )=  P(h;/,), on peut donc aussi supposer qu'il 

existe une suite (k.)  d'entiers tels que P(Sk.,) - P(/~/,) < 8. pour tout t dans A. 

Construisons d 'abord une suite auxiliaire /~k, en utilisant la m6thode de 

Gamlen et Gaudet  /~2, = Y.~,. ,h~. 
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Supposons construit /~k, pour k =< 2 s-', alors si 2 j-z < l _-< 2 j-Z on pose 

b2t-~,, = E h, et h2z,, = E hl. 

B i CSupp  b41,t B i CSupp b~, I 

La d6monstration de Gamlen et Gaudet  montre que cette suite /~k, v6rifie la 

condition (c) de l'6tape 1. 

Nous poserons alors, si /~k, = E , ~ h ,  

Ok,={iEt~k, eti----<Nk, si2 s - l < k  < 2  j} et bk,= ~ hi. 

On a donc bk, =/~k, saul sur un ensemble de mesure &, =< 8j pour tout k entre 

2 j-' et 2( Si les nombres 6s sont assez petits la condition (c) sera encore v6rifi6e. 

La condition (a) est 6vidente et pour (b) il suffit de montrer  que {t; i E 6-k,} est 

mesurable. Pour k = 2 ceci est 6vident, grhce au lemma 1.5. 

Supposons que c'est vrai pour tout k _-< 2 s-~ et fixons k dans ]2 j-2, 2 s-l] alors 

{t; i E ~2k-z,,} = {t; i ~ o %k/ et : l i ' ~  t~k, tel que B, C Supp h{,}. 

L'hypoth6se de r6currence et le lemme 1.5 montrent que cet ensemble est 

mesurable. De m6me on d6montrerait  que { t ; i E  ~2~.,} est mesurable et par 

cons6quent, on atteint ainsi tous les entiers inf6rieurs h 2( Ceci ach6ve donc 

la construction annonc6e dans l '6tape 1. Nous allons maintenant expliciter 

l '6tape 3. 

Etape 3 - -  Construction de la suite Z~k 
On ordonne N 2 suivant I 'ordre de Cantor et on suppose construit les Z.,,, pour 

( m , n ) < ( l , k )  de fagon que chaque Z,,,, soit un bloc fini de la suite 

(hk @ hl)i__-l,k~., et que les conditions demand6es ~ l'6tape 3 soient v6rifi6es. 

Fixons l et k et posons No = max{j; hj apparait dans un des blocs Zt,,~,, 

(l', k ' ) <  (l, k)}. Soit (I.).~N une 6num6ration des parties finies de N e t  posons 

12. = {t; t E Supp f~ et ~k, = I,}. D'apr6s la premi6re 6tape on sait que (f~,),__>~ est 

une partition mesurable du support de )~. On peut donc trouver un entier N1 tel 

que P(U~=N,+, 1 ) . )<  ek,/2. 

En rempla~ant chaque (£.).__<N, par un compact contenu dans f l .  de mesure 

tres proche, on peut supposer que les (fL)._~N, sont & une distance 6 > 0 les uns 

des autres et que l'on a encore 

n = I  
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Cette remarque nous permet de trouver un entier N~ tel que si j_>-N~, Bj 

rencontre au plus un des ensembles (I~,),~N,. Par construction des ~ ,  on a: 

I~n C ~  Vi E l . .  Ceci est encore vrai si je remplace (I), par q~, A 

[max(No, N6); + ~[. 
La m6thode de construction donn6e par Gamlen et Gaudet [4] nous permet de 

construire pour chaque n -< N, et chaque i dans I~ une fonction y;' telle que: 

(Oto) y~ soit un bloc fini de la suite {hj; j  E ~ ,  j >= max(N0, N~)}. 

(13o) Si i appartient h I,, t3 I, alors y7 et y?  sont des blocs disjoints de la suite 

de Haar. 

l yT l=0  ou 1. 
(80) I Y 71 = ln. sauf sur un ensemble de mesure inf6rieure ~ ek~/2 ~,Nzl card/ , .  

On pose alors Ztk(t,u)=Y.~=,~Y.,~oyT(t)h,(u). On v6rifie facilement que les 

fonctions yT(t)h~(u) sont ~ support disjoints (grace h (coo) et au fait que 

{hi ; i E I~} est une famille h support disjoint, sauf si f~, est vide). 

Z~k est un bloc fini de la suite donn6e et il est disjoint des blocs pr6c6demment 

construits. 

Enfin, la condition (80) et ie choix de Nt permet de montrer que IZtk (t, u)l = 

Ift(t)bk,(U)l sauf sur un ensemble de mesure inf6rieure h eke. Avant d'achever 

l'6tape 3, nous allons donner un lemme qui nous sera utile. 

LEMM~ 1.6. Si ek~ est assez petit, alors on a 

A, P(Supp ~)P(Bk ) < P(Supp Z,k) < 2A2P(Supp ~)P(Bk). 
2 ~ 

DI~MONSTRATION. La d6monstration est laiss6e au lecteur. I1 suflit de choisir 

ek, de faqon que ½ =< P(Supp Z~)/P(Supp ft ~)bk,)=< 2. Ceci est facile quand on 

remarque que 

P (Supp f, ~ b~,) >= P (A)A,P (B,)P (Bk) 

et que le second nombre ne d6pend que de l, k et P(A).  

PROPOSmON 1.7. La suite (Z~k)~2,k~z est dquivalente darts LP(L ~) it la suite 
(h, Q h~)~.~_z. Elle engendre un espace Z isomorphe it L~(L'). 

D~MO~STRATION. Pour chaque t fix6, les suites (b~,) et (h~) sont K- 

6quivalentes dans L' ,  done les suites (f~t~)b~,) et (f~t~)h,) sont aussi K- 
6quivalentes dans L e (L') .  Comme cette derni6re est une suite inconditionnelle 

dont la constante ne d6pend que de P(A),  on en d6duit l'inconditionnalit6 de 

(f~ ~ b~,) et II/'~ ~) b~, II =< g l l f~  ~) h*ll. Cette quantit6 ne d6pend done que de i, k 

et P(A ). 
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D'autre part, la suite (Z~k) est inconditionnelle, car c'est une suite bloc de la 

base, et on a 

z,: -< IIz,~II~.,L., 
- P(Supp Zik) " 

Le lemme 1.6 montre que cette quantit6 ne d6pend que de l, k et P(A ). On peut 

donc appliquer la proposition 1.2 et si ek~ est assez petit on obtient l'6quivalence 

des suites (Zik) et (15 @ bk,). Le d6but de la d6monstration et le fait que la suite ]~ 

soit associ6e h u n  arbre sur A nous permet alors de conclure. 

Comme (h~ @ hk)l_--z.k_->2 engendre Lg(L~) il sutlit de monter que ce dernier 

espace est isomorphe/t  L~(L'). Ceci est une cons6quence de deux remarques 

simples: Si E~ et E2 sont isomorphes alors LP(Et) et LP(Ez) sont isomorphes et si 

E est un Banach, LP(E) et Lg(E) sont isomorphes. CQFD 

REMARQUE. En appliquant le m6me raisonnement aux indices q et s on voit 

que si ek~ est assez petit, les suites (Zj~) et (f~ @ hk) sont aussi 6.quivalentes dans 

L q(L'). 

Etape 4. Dans cette 6tape, nous allons montrer que l'espace Z e s t  

compl6ment& 

Pour cela, montrons d'abord les propri6t6s (o0, (13), (~/): 

(~t) Les suites Z~* et f~ @ h *  sont 6quivalentes dans Lq(LS). 

DEMONSTRATION. NOUS avons pos6 Z~ = Zjk/P(Supp Z~k). La remarque qui 

suit la proposition 1.7 et le lemme 1.6 montre que la suite Z~ est 6quivalente, 

duns Lq(L ~) ~ la suite 

fl @ hk 
P[Supph] P[Supp h~l = f ' ; Q h : .  

(13) Les  suites (Z*) de Z* et (f* @ h*) de F* sont 6quivalentes. 

DEMONSTRATION. Ceci est une cons6quence imm6diate de l'6quivalence des 

suites (Zt~) et (ft @ hk) dans LP(L'). 
(3') L'injection naturelle de F dans Lq(L ')  est continue. 

DEMONSTRATION. F n'est autre que l'espace L~(A, sg, L6), F* est engendr6 

par la suite (f~ @ h ~)~2,k_--2. D6signons par ¢r la projection naturelle de LP(L ') 
sur F. Si g est un 616ment de LP(L ") on a 7r(g) = E'*(IIAgo)-YAgo(t)dt avec 

go(t) = g ( t ) -  f g(t)(u )du. 
Soit maintenant ~0 = Xk>=2.~2ak~f~i@h~ un 616ment de F*. On a (q~,g)= 

(,¢, ~r(g)) donc 
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II~IIL~tL,, = sup (~o, Tr(g))_----- sup ('P,f>=II~'IIII~IIF'. 
gELP(L ") .f~F 

Ilgll~ 1 Ill11~11~'11 

Cette in6galit6 montre donc que l'injection de F* dans Lq(L  ~) est continue. 

Les trois propri6t6s (a), (13), (~/) nous montrent que si 4s est un 616ment de Z*  

de la forme tp = Zk,~ak~Z~ Iz Oil les (a~t) sont presque tous nuls, alors si on note 

encore ~s l'616ment de Lq(L  ~) d6fini par 

Z~k 
(s = ~k,, ak,Zg = , ak, P(SuppZ~k) 

alors les normes de ~b dans Z*  et clans Lq(L  s) sont 6quivalentes. On a donc une 

injection naturelle de Z darts Lq(L ~) qui est continue. Sa transpos6e d6finit 

donc une projection de LP(L ") sur Z et l '6tape 4 est donc achev6e et par 

cons6quent la d6monstration du th6or~me 1.3. 

Dans le second paragraphe, nous allons montrer  comment on peut obtenir, 

partir du th6orbme 1.3, la primarit6 de LP(L~). 

II. Primari t6  de L p ( L ' ) ,  1 < p, r < 

La d6marche que nous allons suivre est tout ~ fait semblable ~ celle de [3] et 

nous ne donnerons pas ici les d6tails des calculs. 

La m6thode est essentiellement inspir6e des travaux de Alspach, Enflo et 

Odell dans [2]. (ei) d6signe la base canonique de 12. 

PROPOSmON II.1. Let espaces LP(L ')  et LP(Lr(12)) sont isomorphes s i r  > 1. 
S i p  et r sont dans ]1, oo[, la suite (hk @ h, @ es) est une base inconditionnelle de 
L~(L'(lz)). 

DI~MONSTRATION. La premiere partie est imm6diate car on sait que L r et 

L'(/2) sont isomorphes pour r > 1. 

Pour la seconde pattie, on remarque que, d'apr~s la d6monstration de la 

proposition 1.1, L r poss~de la propri6t6 Ip, doric aussi L'(12). En utilisant cette 
~t 

remarque et en faisant un calcul du m6me type qu'h la proposition 1.1, on montre 

que si (ak,j) sont des r6els presque tous nuls et si on pose 

A = ~,s ak~jhk @ hi @ ei 

alors A ~ f { f ( Ek.,.i a 2~ih ~( t )h ~( u ) f/2 du }P/'dt. Cette expression ne d6pendant que 

du carr6 des co6fficients ak~i, cela montre que la suite est inconditionnelle. 

CQFD 
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THEOREME II.2. Sip etr sont dans ]1, + oc[, L p(L') est primaire. 

DI~MONSTRATION. En utilisant la proposition II.1 et la m6thode de 

d6composition de Pelczynski, on se ram/~ne/a monter que pour tout op6rateur T 

de LP(L'(12)), l'un des deux espaces Im T ou Im(l  - T) contient un sous-espace 

compl6ment6 isomorphe ~ LP(L'). 
On pose /3k0 = (T(hk @hi @ej),(hk @hi ~)es)), /3{ij = ((I - T)(hk @hi @e~), 

(hk ~ hi @ej)). 
/3k',~ --2 > -~ pour une infinit6 de j}. Comme flkij + flL'j = 1 il est facile de voir que 

~/'i tO ~] = N e t  par cons6quent +i ~ 4); = [0, 1]. Posons alors 

M, = { i ; t  ~+ i} ,  M;={i;t~+]}. 

I1 est clair que M, tO M', = I~, donc )Q, tO/V/', = [0, 1]. On peut donc supposer, en 

remplaqant au besoin T par ( I - T ) ,  que A ={t;P(M,)>=½} est de mesure 

positive. 
Nous allons construire dans Im T un sous-espace compl6ment6 isomorphe 

l'espace engendr6 dans LP(L r) par la suite (hE @h,)i-_l.~., qui est isomorphe 

LP(L r) d'apr6s le th6or6me 1.3. 

Pour cela, on munit l'ensemble ~ ={(k, i ) ;  i =  > 1, k E qb,} d'une relation 

d'ordre total et on construit par r6currence des indices J(k,i) deux ~ deux 

distincts, tels que 
(1) /3kij~.i)-->½ pour tout (k,i) dans fL 

(2) II existe des blocs yki de la base de LP(L'(12)) tels que 

II T'(hk @ hi @ ei,k.i,)- yki II < 2k+6~+, 

(ceci est possible car lorsque j tend vers 2, hk @ h, @ e~ tend vers 0 faiblement). 

Si 6 est assez petit, on peut alors utiliser le lemme 1 de [2] et on obtient le 

r6sultat suivant: 
(a) La suite T(hk @ h~ @ e~k.i~)~k.~ est 6quivalente h la suite 

(b) L'espace qu'elle engendre est compl6ment6 dans LP(L'(Iz)). Or, si 

(ak~)tk.~)~,~ est une famille de r6els presque tous nuls on montre facilement que 

ik.~,En akihk @ h' @ e, lk.i, L~lL.,,~,, "~ ~, ak,hk ~ hi I 
( k , i  ) ~ f l  L P ( L " ) " 

On a donc construit dans (Im T) le sous-espace cherch6 et ceci ach6ve la 

d6monstration du th6or~me II.2. 
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